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Dam cet article on s’inttresse aux estimations Lp des coefficients de reprisen- 
tation des groups de Lie semi-simples, connexes, de centre tini et aux consequences 
de ces estimations sur les operateurs de convolution. L’un des rtsultats les plus 
frappants que I’on obtient est le suivant: Soit G un groupe de Lie semi-simple, 
connexe. de centre tini, non-compact; pour tout 1 <p < co, il existe une mesure 
positive p’p qui est un endomorphisme de convolution borne sur LO(G), mais non 
borne sur L’(G) pour tout r fp. Dans ce travail on r&out aussi quelques 
problemes dont certains ont ete poses par C. S. Herz et la Lp conjecture pour les 
groupes presque connexes. 
INTRODUCTION 
Soit [R la droite numerique et soit LP(iR), 1 <p < oo, l’espace de Lebesgue 
classique. Considerons une distribution S sur [R qui definit par convolution 
un endomorphisme borne sur L”(R). Alors S donne lieu de facon naturelle a 
un endomorphisme borne de L”‘(lR) (p’ est l’exposant conjugue de p). 
Le thioreme de convexite de Riesz [3, p. 26 1 ] montre que S est un 
endomorphisme borne de L*(R) : la transformee de Fourier de S existe. 
C. S. Herz a conjecture que ce rtsultat est faux quand G est un groupe de 
Lie semi-simple connexe, de centre fini, non compact. 
Nous allons prouver un risultat plus fort: 
TH&ORJ?ME A. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe, non 
compact, de centre jini. Pour tout p,, dans l’intervalle ] 1, co [, il existe une 
mesure positive ppO qui de@zit par convolution un opbrateur bornP sur Lm(G); 
de plus si p # po, ppO n’est pas un endomorphisme de convolution borne’ sur 
LP(G): 
SUP lliupo *Jllp/llfll, < 03 
.f=CdG) 
si p=pO 
=CO si p#pO. 
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Signalons que ce resultat r&pond aussi par la negative aux problemes [ 19, 
p. 1541, au probltme (9.8) de Eymard [lo, p. 161. 
Les inoncis exacts de ces problemes necessitent de nouvelles definitions 
qui alourdiraient ce paragraphe; on trouvera les details i la page 220. 
Ce resultat est surprenant pour deux raisons: 
(a) On sait [22, Corollaire 4, p. 431 que la transformee de Fourier 
d’une fonctionfE Lp[SU(l, 1)], 1 Qp < 2, se prolonge analytiquement dans 
la bande l/p’ < Re z < l/p du plan complexe. 
On serait tente de croire qu’il en est ainsi pour les operateurs de 
convolution; le theoreme dit que cela est inexact. 
(b) 11 montre que la transformbe de Fourier d’un convoluteur n’existe 
pas dans le sens raisonnable classique, comme c’est le cas pour la droite. 
Ce resultat est pourtant concevable. Pour le comprendre le lecteur pourra 
se reporter au Theorbme 7 ou nous montrons le lien entre les opkateurs de 
convolution de L”[SU(l, 1)] et la theorie des fonctions analytiques bornees 
dans le disque unite du plan complexe. 
La preuve de ce theortme se fera en deux Btapes: 
(1) On prouve d’abord le resultat pour SU(1, 1), g&e a des calculs 
explicites sur le noyau de Poisson du disque unit6 
(2) On passe de ce cas particulier au cas general grace A un &or&me 
de structure des groupes de Lie semi-simples et un theoreme de transfert dont 
le lecteur trouvera l’enonci a la page 190 et la preuve en appendice. 
Signalons au passage que ce theoreme de transfert contient comme cas 
particuliers le thiortme de Coifman et Weiss [5], Theorlme B de [20, p. 911 
pour les groupes moyennables et Theoreme 3 de Takesaki et Tatsuuma [29, 
p. 1871 (pour p = 2). 
Nous en avons renvoye la preuve a la tin pour ne pas encombrer le texte 
avec des techniques trop differentes. 
I1 est remarquable que la norme de certains operateurs de convolution se 
lise sur les coefficients d’une certaine serie complementaire. 
Cela nous conduit naturellement a chercher des estimees Lp des coef- 
ficients des series complementaires des groupes de Lie semi-simples de rang 
un. 
Nous n’avons pas pu resister a cette tentation d’autant plus que la preuve 
du theorime precedent met en jeu des techniques qui nous permettent de les 
obtenir a tres peu de frais. 
On trouvera les definitions des operateurs d’entrelacement 02(0,/3), des 
espaces ZO, et des representations x,,~ a la page 199. 
Nous prouverons le 
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TH~OR~ME B. Soit G un groupe de Lie semi-simple de rang un, non 
compact, de centre jini, connexe. 
On consid&-e une d&composition d’flwassawa G = ANK et Pon note M le 
centralisateur de A dans K. 
Soient o une rephentation de M et 0 < /3 c 1. On suppose que a(~,/?) est 
de?ni-posit@ Soient u dans L2(K 1 M), v dans &“,. Alors la fonction 
(x,,,(g) u, u) est dans L9(G) pour tout q > l//3. 
Ce theorime gtneralise un resultat etabli dans [ 11, Corollaire, p. 1841. 
La bonne conjecture est que l’enonce est vrai pour tous les coeffkients de 
~(a,/?). Cependant la demonstration est certainement plus diffkile que celle 
que nous avons faite ici. Nous reviendrons sur ce probleme dans un prochain 
travail. 
La seconde partie du travail est consacre a un probleme de C. S. Herz. 
Soit rp: G --+ C une fonction continue et bornee; soit L2(G) 6 L2(G) le 
produit tensoriel projectif. On sait que si G est moyennable la condition 
necessaire et suffisante pour que la fonction $(x, y) = cp(xy- ‘) soit un 
multiplicateur de L2(G) 6 L2(G) est que Ed soit un coeffkient dune represen- 
tation unitaire. Dans [ 19, p. 1551, C. S. Herz se demande si ce resultat est 
vrai en toute generalite. 
Nous prouvons dans le cas G = SU( 1, 1) que cette assertion est inexacte. 
TH~OR~ME C. Soit G = SU( 1, 1); il existe une fonction rp: G + C telle 
que @ soit un multiplicateur de L2(G) @L’(G) qui n’est pas le coeflcient 
cfune reprksentation unitaire. 
Pour obtenir ce contre-exemple, nous considtrons les representations 
uniformement bornees d’Ehrenpreis et Mautner [ 121; nous mettons en 
evidence certains de leurs coefftcients qui satisfont a la conclusion du 
theoreme. 
Nous prouvons entin que la Lp conjecture de Rajagopalan [27, p. 2161 est 
vraie pour les groupes presque connexes non compacts. 
TH~OR~ME D. Soit G un groupe localement compact, presque connexe, 
non compact. Alors L”(G) n’est pas une algdbre sip # 1. 
La preuve de ce resultat se ram&e aux groupes de Lie matriciels, semi- 
simples. 
Nous utilisons les estimations des fonctions spheriques d’HarishChandra 
pour conclure dans ce cas. 
Quoique la Lp conjecture soit vraie pour les groupes de Lie semi-simples, 
les fonctions de Lp ne sont pas loin des operateurs de convolution de Lp. 
En effet, dans le cas particulier de SL(2; I?), il existe un opirateur T, qui 
transforme les fonctions de Lp en operateurs de convolution du meme espace. 
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Cet opirateur est une convolution avec une distribution sur le groupe. Si H 
est un groupe abblien localement compact, non compact, il est evident qu’il 
ne peut pas exister de tels opbrateurs sur H. 
I. DEMONSTRATION DU TH~OR~ME A 
La preuve du ThCortme A se fera en plusieurs &apes. Nous utiliserons 
ailleurs les deux idee-cl& des trois premieres &apes. La premiere de ces 
idees, decoule du principe de majoration de [ 17, p. 4921; la seconde, qui est 
un resultat de “weak containement” est implicitement contenue dans [21, 
p. 1641. 
1 ire &tape 
Les idies de cette partie sont certainement bien connues, mais la 
formulation explicite est nouvelle. 
Nous aurons besoin de quelques. 
Notations. Soit G un groupe localement compact, separable et 
metrisable; soit H un sous-groupe ferme de G. On note X = G/H l’espace 
homogene des classes 1 droite modulo H. 
G op&e a gauche sur X et il existe une mesure quasi-invariante a!x sur X. 
On sait alors qu’il existe une fonction m: G x X+ I?+ telle que pour toute 
fonction f: X -+ C continue, a support compact, l’igalite ci-dessous ait lieu: 
Jxf(x) dx = ,f f(u-lx) m(0, x) dx. 
X 
Soit f: X+ C une fonction de L’(X) et soit u E G, on ddfinit une isometric 
n,(o) sur LP(X) par 1’CgalitC: 
s@)f (r) = b@, t>l”“f W’O. 
On appelle rrP la representation quasi-rtguliere de G dans L’(G/H). 
Soient U une fonction de LP(X) et V une fonction de LPI(X) on appelle 
coefficient de zp, la donction sur G defmie par la formule. 
VuEG, (n,(u) v, V) = I, n,(u) U(x) F(x) ak 
Le resultat significatif de cette partie s’enonce. 
PROPOSITION 1. Soit p une mesure de Radon positive SW G (pas 
nkessairement de masse totale finie). 
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Soit H un sous-groupe moyennable de G et soit np la reprhentation quasi- 
reguliPre de G dans L”(G/H). 
Alors l’opkateur de convolution par p est born.6 sur LP(G), si et seulement 
s’il existe cp > 0 telle que IJ, (z,(g) U, V) dp(g)l < cp II UII, II VII,. 
De plus: 
Pour prouver cette proposition, mous aurons besoin des deux lemmes 
suivants: 
LEMME 1 (principe de majoration). On suppose que 1 ( p ( 00. Soient 
U et V deux fonctions continues sur G, ci support compact; il existe une 
fonction U, de LPQ, une fonction V, de Lp’(X) (l/p + l/p’ = 1) to&es 
deux positives telles que: 
(i) pour tout u E G, 1 V * o(o)/ < (up U,, VI>. 
(3 II u1 Ilp II V, Ilps G II Ull, II VII,~. 
Ce lemme est prouvt dans [ 17, p. 4321 sous des hypotheses generales qui 
imposent une petite restriction a (ii), laquelle disparait dans notre cas. 
Le second lemme est le suivant: 
LEMME 2. On suppose que H est un sous-groupe moyennable de G. Alors 
bant don&es U de Lp(X) et V de Lp’(X), il existe une suite {U,,,} de 
fonctions de LP(G) et une suite {V, 1 de fonctions de LP’(G) telles que: 
(9 pour tout m II UrnlIp IIVmIIp8 < II 1111, II VII,,, 
(ii) La suite {V, * ir,} converge ponctuellement vers le coefJcient 
(np(;> U, V) de 5. 
Ce lemme est implicitement contenu dans [21, p. 164, (d)]: utilisons les 
deux lemmes ci-dessus pour Ctablir la: 
Preuve de la proposition. (a) Soit ,u une mesure de Radon positive; 
nous supposons dans un premier temps que ,u est bornee; nous utiliserons 
ensuite un pro&de standard de regularisation pour terminer le preuve. 
Soit (ICY U, V) un coeffkient de 7cp, * d’apres Lemme 2 il existe une suite 
(U,) de fonctions de LP(G) et une suite {V,} de LP’(G) qui satisfont aux 
conclusions de ce lemme. 
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11 est facile de verifier que 
Par consequent 
II 
vr?l * en(g) 40) 
i; 
< IIP llCONVp II Kll, II vrn lip, 
G IIP llCONVp II $I II VI,, . 
Le theoreme de convergence dominee de Lebesgue, montre grace au Lemme 
l(ii) que: 
(b) Soit lu une mesure quelconque, positive; supposons que ,U defmisse 
par convolution un endomorphisme borne de LP(G). Considerons, une suite 
{11,} de fonctions caracteristiques d’ensembles compacts de G, qui converge 
sur tout compact de G vers 1. 
Alors pour chaque n > 0, ll,,u est un opirateur de convolution de LP(G) 
dont la norme ne depasse pas celle de ,u. “En general cette assertion est 
inexacte; mais c’est vrai pour les mesures positives.” 
En effet, soit f une fonction de LP(G); puisque la mesure est positive, 
p *fl G (1ntP) * Ifl; ce wi prouve w  (1,c1) *fll, < lb * Ifl lip < 
CONY, Ilf lip’ 
Conslderons pour chaque m > 0 la mesure (rr,(.) U, V) ll,,u. Cette mesure 
est positive si U et V le sont; de plus sa masse totale sur G, ne depasse pas 
IIPII coNvp II UII, II VII,, d’aprts (a) et la remarque precedente. 
Par compacite faible de la boule unite de l’algebre des mesures sur G, il 
s’en suit que la mesure (rr,(.) U, V),u est bornee et que sa masse totale ne 
d&-e pas IIP IIcoNv, (I UII, II VII,,. Ce qui prouve bien que 
5 b,@) v, v> a@) < lb IlCON”, 11 uII, 11 vII,” G 
(c) Soit p une mesure positive sur G et supposons que pour chaque coef- 
ficient (x,(;) U, V), positif, 
I &ig) UP v> 44g) 4 c&l II UII, II q+ G 
Montrons alors que p ditinit un opirateur de convolution. 
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Le Lemme 1 montre alors que pour toutes fonctions U et V i support 
compact detinies sur G, a valeurs complexes, 
Ceci etant vrai pour les fonctions a support compact on en deduit 
evidemment que: 
IIP II CONVp < cp. 
I1 est facile d’etablir l’egalite des normes de la proposition; nous la laissons 
au lecteur attentif. 
Nous abordons maintenant la second &ape de la preuve du Theo&me A; 
ce sera la plus courte et la plus Clementaire des quatre parties de la preuve. 
2e &ape 
Pour inoncer la seconde proposition nous aurons besoin de deux 
definitions. 
Soit ,u une mesure sur G; on note ,u’ la mesure sur G definie par l’egalite: 
p(E) = ,u(E- ‘), pour tout sous-ensemble E c G. 
G et H &ant comme dans la proposition 1; on note X,(D), l’operateur, s’il 
existe, defini sur Lp(G/H) par la formule 
pour tout couple (U, V) de fonctions continues sur G/H a support compact. 
Nous voulons alors prouver la: 
PROPOSITION 2. Les assertions de la Proposition 1 sont Pquivalentes aux 
suivantes: 
(i) Z,(U) est bornP SW Lp(G/H), 
(ii) z~,,,Or ’ ) est borne’ sur LP’(G/H). 
Preuve de la proposition. L’equivalence de (i) avec l’assertion de la 
Proposition 1 n’est autre que la definition de xc,@). 
(ii) est equivalent a (i) car xp@’ ) est l’adjoint de l’operateur n,@): 
LP(G/H) --$ LP(G/H). 
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3’ l&ape 
Rebcrivons cette proposition dans le cas od G est semi-simple. NOUS 
aurons besoin des. 
D~FMITIONS. Supposons que G est un groupe de Lie semi-simple, non 
compact, de centre tini, connexe. 
Soit a+ une chambre de Weyl de l’algebre de Lie de G tixee une fois pour 
toute et soit G = KAN la decomposition d’Iwassawa associQ H at. On note 
M le centralisateur de m dans K; H = MAN le sous-groupe parabolique 
minimal et G/H = K/M la front&e de Furstenberg de G/K. 
Pour tout g E G, on note H(g) le vecteur de l’algebre de Lie de A tel que 
g = kexp H(g)n et p la demi-somme des racines positives pour a+, 
comptQs avec leur multiplicid. Alors il est aisi de voir que la fonction 
m(g, k) detinie precidemment vaut e-*ptH(g-‘k)‘. 
Nous avons la: 
PROPOSITION 3. Soit ,u une mesure SW G de la forme ,u = a @ 3 02 X 
est la mesure de Haar SW K et a une mesure positive sur D = G/K. Soient 
Fp(a, x) = 1 rn’IP(r, x) da(s), 
D 
Fp,(a’, x) = 1 m”P’(?, x) da’(z), oli p’=.Z@a’. 
D 
Alors xp(u) est borne sur Lp(G/H) si et seulement si Fp, resp. Fp, est dans 
L”(G/H), resp. Lp’(G/H). 
De plus: 
Cette proposition est un changement de variables facile a partir de 
Proposition 2, car H est moyennable. Nous avons fait un raisonnement 
semblable dans [ll, p. 1841. 
Nous arrivons a l’etape la plus importante. 
4e &ape. Cas 06 G=SU(l, 1) 
Soit done desormais G = SU( 1,l) le groupe des matrices g = (C $), oti a 
et b sont des parametres complexes tels que ) aI* - 1 b1* = 1. 
Soit e l’blbment neutre de G. Par la formule 
az + b 
.zbg.z=- 
tiz + b 
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G opere sur le disque unite D du plan complexe; sa frontiere 
T = (e”, 19 E R ). Introduisons quatre sous-groupes remarquables de G: 





i.e., des g E G tels que g 0 = 0. 
On peut identifier D a l’espace homogene G/K des classes gK grace a: 
associant a g = (f $) les coordonntes polaires r et 0 dans D du point g 0. 
2’ Le sous-groupe A des matrices 
oil tE F?. 
On notera A’ l’ensemble des a, avec t > 0. 
3’ Le sous-groupe N des matrices 
oli (E R. 
4’ Le sousgroupe M, a deux elements, forme des matrices fe. Si l’on 
pose: 
1 1 -i 
c=2L/2 1 
( 1 i ’ 
l’automorphisme interieur j: g tt cc’gc de GL(2; C) transforme le groupe G 
en le groupe SL(2, R) des matrices (; t) rtelles telles que ad - /3y = 1 on a 
( 
112 




et An,)= i r . 
( ) 
En utilisant j, on voit aisement que N est un sous-groupe distingue du groupe 
AN = NA, car N est abtlien, et a,qra; ’ = nCl,. Le sous-groupe H = MAN de 
G est forme exactement des matrices g = (f $) E G telles que a + b soit un 
nombre reel, autrement dit g 1 = 1 et par consequent on peut identifier 
G/H = G/MAN grace a l’application gH b g 1 = (a + b)/(a + 5) = 
exp 2i arg(a + b) et G/H = T. 
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Les deux decompositions importantes sont les suivantes. 
(a) La decomposition d’Iwasawa G = KAN: tout g E G s’tcrit d’une 
man&e unique g = k,a,nl, oti 0 & 0 < 4x, t et 6 reels. 
On le voit plus commodbment en transformant la question par j. On a 
aussi naturellement G = NAK. 
(b) La decomposition de Cartan G = KA+K: tout g E G s’ecrit 
d’une man&e (et, si g 4 K, d’une seule) g = k,a, k,, oi t ) 0, 0 < 8 < 4x, 
0 <q < 2x. Pour le voir, on pose: g . 0 = refe et on choisit t > 0, tel que 
r = tht/2. Alors il est clair que k,a, . 0 = g .O done g E k,a,K. 
Expression de m(g, l). Posons 
awe= 1 +r2 lmr2 -2rcos(@-q)’ 
Alors avec les identifications prbckdentes 
m(k,a,k,, k,J = PAe - d. 
En effet, comme la mesure quasi-invariante sur GJH est unique a une 
cdnstante multiplicative pres; il s’agit de voir que 
’ ,f *‘f( ge”) d6’ = & l*=f(e”) Pl(O - cp) de. 27Lo 0 
Ce qui est vite verifie par un changement de variables: 
La fonction Fp(a, 8) devient: 
f’,(a, 0) = 1 P,(e - 4) dr(r, 4). 
D 
Nous voulons alors prouver le: 
LEMME 3. Soit j un entier 21; on pose ri= 1 - 2-3j; rj= 2-j”/* et 
Pj(g = PJg. Alors pour tout 1 <p < 00 et toute suite {aj} de nombres 
posit@ de Ip, la fonction 
pp(e) = C ajP;‘p(O - <J 
j>l 
est dans LP(T). 
607/38/2-6 
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De plus, il existe deux constantes positives 
de p teles que 
C, et C, qui ne d&emient que 
C, r la.lp (- , )“p411F,,GC,( C lajlp)“p- 
i>l .i> I 
Preuve du lemme. Faisons d’abord quelques remarques sur le noyau de 
Poisson. 
I1 est facile de vkrifier que pour tout r > f et tout ( E I-X, ~1, 
l-r l-r 
(1 -r)*+t 
; < p,(r) G 2 - 
s (1 - r)’ + 27r-*r2’ 
Notons xj la fonction caractkristique de I’intervalle 12-j, 2-j+‘[. Alors 
F,@‘) = ’ a,,xj(0) $‘“(O - (j) + f aj[ 1 - Xj(O)] P:“(B - <j) 
.,Tl j= I 
= s, + s2 
et 
II S, Ilp < IIFp Ilp < II S, Ilp + II S2lIp. 
Montrons d’abord qu’il existe deux constantes C, et C, > 0 telles que 
UP 
=ClllalIp< l/SIIIp< C,IIall,. 
Puisque les intervalles Ij sont deux B deux disjoints, 
llS,II~ = 2 lajlpI Pj(e- tj)de* 
j>l b 
On est rament g ttudier l’expression 
qj = I 
z-j+1 
Pj(O - <I) dB 
2 -i 









*-, 2-e’ + 2x-*(8 - cj)* I 
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11 est presque evident que.les deux integrales qui encadrent=qj sont du m&me 
ordre; mais faisons un petit calcul. 
Soit C = fi K’(v/z - 1), faisant le changement de variables 8- rj= 
2-3&“(fi/2) d n ans le membre de droite de l’inegaliti ci-dews; on trouve 
Un changement de variables analogue dans le membre de gauche montre que 
Ce qui prouve bien que 
L’estimation de S, est plus triviale. 
Remarquons, d’apres le debut de la preuve, que 
Pj(e--j) Q 2-3~+z/(B-~j)+2 2K2. 
Mais la fonction de la variable 0, (8 - r,)-’ est decroissante dans I’intervalle 
[2-i+ I, a] et croissante dans l’intervalle [-n, 2-j]. Par consequent, si 0 n’est 
pas dans l’intervalle Ii, P,(B - c,) < C2-’ od C est une constante qui ne 
depend pas de j. Sous cette hypothise, il est clair que S,(0) < 
C’Ip La, ] uj] 2-‘lp. L’inegalite de Holder prouve alors que (] S, ]lp Q C ]( a I],‘. 
Ce qui termine la preuve du lemme. 
Nous voulons prouver le thkorbme A pour le cas particulier G = SU(1, 1) 
c’est done l’enonct suivant: 
THBOR~ME 4. Soit G = SU( 1, 1). Pour tout 1 <p < co, il existe une 
mesure positive y retie que Ilyl~conv, < co et pour tout p, fp; 
II YII CONV,,, = +co. 
Preuve du ThPorZme 4. Soit {a,} j > 1 une suite positive de 8’ qui n’est 
dans aucun I’ pour r ( p’ et soit {b,},, , une suite positive de Ip qui n’est dans 
aucun I” pour s <p. 
On pose 
a, = 2 a,&,, 
/=l 
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ou z,~ = Tie@, ri et rj designant les points choisis au lemme precedent. Soient: 
y;=xo a,, 
yb=a,@X 
Comme dans Propossition 3 et: 
Y=Yh+Yb’ 
On voit immediatement, d’apris Lemme 3 et Proposition 3 qu’on a les 
inegalites: 
IIYIICONVp< llY%3n”, + IlYbIICON”, QC(ll4l,~ + II%). 
Montrons qu’il existe une constante C > 0 telle que 
C(II4l,~ + IPII,) < Ilrllcow,. 
Puisque y est une mesure positive, 
llrll CONV, - ,&-y llr *fll,* 
f>O 
Par consequent yb et yb &ant des mesures positives, 
f [IbhlICON”, + Ih%~ICON”pl < h%ON”,* 
D’apres Proposition 3 et Lemme 3, on sait que 
(c/2)(11a11~c + IblIp) <i [IlybllCON”, + IIYbIICONVp] 
< IIYIICON”,~ CJll4,~ + IWJII, 
Si p, #p, de deux chases I’une: 
I  * 
optrateur de (i) p1 (p auquel cas llbll,, = +a et y n’est pas un 
convolution de LPI(G) d’aprts Proposition 3. 
(ii) p <pl auquel cas pi < p’ jJaj/,; = +a~ et y n’est pas un operateur 
de convolution de L*‘(G). 
Ceci termine la preuve. 
La preuve du Thtoreme A utilise un autre resultat que nous tnoncons 
maintenant. 
THI?OR&ME 5. Soit G un groupe loculement compact et soit H un sous- 
groupe fermi de G. Soit T un op&uteur de convolution d support dans H. 
Alors T s’identiJe d un opPruteur de convolution de L”(H) dont la norme est 
celle de T comme endomorphisme de LP(G). 
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Faisons quelques remarques sur cet &non&. 
(i) On verra plus tard qu’un op&rateur de convolution de LP(G) est 
un distribution sur G, par consequent elle a un support. 
(ii) Ce thtoreme, dans le cas particulier ou p = 2, redonne le 
thdorime de Takesaki et Tatsuuma [29] mais nous indiquerons peut&re une 
preuve Clementaire dans ce cas qui peut d’ailleurs se dbduire du theorbme 
d’imprimitivite de Mackey; les complications qui interviennent lorsque p est 
quelconque disparaissent dans ce cas. 
(iii) Si p est quelconque et H moyennable, on retrouve des resultats de 
Herz [2 1 ] et ceux de Coifman et Weiss [5]; on connait l’utilitb d’un tel 
Cnonct, voir les travaux de Coifman et Weiss [a]. 
Ce theorime est facile quand H est unimodulaire, mais il est plus 
complique a demontrer lorsque H ne I’est plus, c’est pour cela que nous 
renvoyons la preuve a la tin. 
Dkmonstration du ThkoSme A darts le cas g&era1 
La partie essentielle de ce theorime consiste plus ou moins a caller 
SU( 1,l) ou un revttement bien choisi de ce dernier sur un groupe de Lie 
semi-simple connexe de centre fini et a utiliser le Theorbme 4 ci-dessus. 
1. Soit G un groupe de Lie semi-simple de centre lini, connexe, non 
compact. 11 existe, voir [ 15, Th&oremes l-6, p. 541, un sous-groupe G, de G, 
semi-simple, de centre fini, de rang reel 1, connexe et fermi. 
De deux chases l’une. 
(a) G, a deux racines positives. 
Alors, d’aprts [ 15, p. 341 G, contient un sous-group Gz, semi-simple, de 
centre fini, dont l’algtbre de Lie est isomorphe a celle du groupe SU(2, 1). 
Soient Ci le centre de G, et G, le groupe adjoint de SU(2, 1) qui contient 
SU(1, 1). L’existence du diagramme ci-dessous est prouvee dans [7] 
G,-li,G,I&G, 
On remarque que Ker II est fini et G, 1 Ker rr N SU(2, l)] C,. 
(b) G, n’a qu’une racine positive. 
Comme l’algebre de Lie de G, est alors isomorphe a celle de SO,(n, l), 
pour un n bien choisi, le raisonnement ci-dessus montre qu’il existe un sous- 
groupe tini C, de G, tel que G, 1 C, soit isomorphe a SO,(n, 1). 
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Puisque le groupe de Lore& a trois variables admet SU(1, 1) comme 
revetement a deux feuillets et qu’il est contenu dans SO,(n, 1), on a un autre 
diagram 
2. Soit 1 <p < co et soit y la mesure positive qui convole Lp[SU(l, l)] 
saris convoler aucun L’[SU(l, 1)] p our r fp; on va la transporter sur G par 
G,. 
Examinons Ze cas l(i). La mesure y se prolonge dans SU(2, 1) en une 
mesure positive qui a les mkmes proprietes par rapport aux Lp[SU(2, 1)], 
d’apris le Theoreme 5. Elle s’enroule dans SU(2, l)] C, en une mesure i qui 
a les memes proprittes. En effet, C, Ctant lini et y etant une mesure positive, 
sa norme comme operateur de convolution se texte sur les fonctions positives 
de LP(G). 11 est clair que: 
La constante k n’etant autre chose que l’ordre de C,. 
Comme G, 1Ker 71 N SU(2, 1)l C,, que Ker rc est lini, 7 se transforme 
facilement en une mesure positive j’ sur G, qui a les mimes proprietes que la 
mesure y de depart, vis a vis des espaces LP(G,). 
11 suffit de relever $’ comme operateur de convolution dam LP(G), grace 
au Theoreme 5, pour terminer la preuve du resultat dans ce cas. 
Le cas l(b) se traite de la m&me facon que le cas l(a). C.Q.F.D. 
Avant de passer a la preuve des autres resultats indiquons une 
construction possible des operateurs de convolution particuliers .aux groupes 
de Lie semi-simples. 
Elle est bake sur les mesures de Carleson, elle generalise le Theoreme 4. 
Le premier resultat, qui est inspire. par la preuve du Thiorime 4 est le 
suivant: 
THI~OR~ME 6. Soit {z~}~>,, une suite de points du disque-unite’ D qui 
satisfait ci la condition suivante: 
II existe une constante positive c > 0 telle que: 
n lzi-51 >c 
jtj 11 -ZiFjl ’ 
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Soit (a,}i>, une suite de nombres complexes. On pose a, = c.>O ajtJzj et 
J$ =-a, OX comme dans le thkorime 5. 
1 Alors si 
y:, est un opkrateur de convolution de L’[SU(l, l)] et on a les in&aiiks 
suivantes sur les normes: 
CI,I$ Iail Q Ilvhll&Nv, < c, C la,l* (1013 ---!- *. 
00 1 - bjl 1 
2 * Si 1 <p < 2 et si C>. ja,lp < 00, la mesure yb est un opkateur de 
convolution de LP(G) et: 
II rb IKoNv, Q cl C I a,lP. 
i>o 
Avant de passer a la preuve du theortme, il convient de faire des 
remarques. 
Remarques. (1) C onsiderons par exemple la suite rj = 1 - 2-j, j > 1. 
Elle satisfait, l’inbgalite du thioreme, cela est facile a verifier. Par cond- 
quent, on a les estimations de 1 *. 
Mais si l’on considire la mesure y; detinie par la formule VSE D(G) 
On peut voir assez facilement que pour toute suite {ai} de nombres positifs 
II 7,” IICON”, = ,z uj(l - r~z)“*lw i&, 
I 
quantite qui est en tout Ctat de cause inferieure 21 (xi>0 IUjl’)“‘. Par cond- 
quent, il y a une difference notable entre la norme de y,” et celle de 7; essen- 
tiellement parce que nous n’avions fait la moyenne que dun cot& 
(2) 11 est fort possible d’obtenir d’autres resultats analogues a ceux que 
nous venons de decrire. par les memes methodes. Nous nous sommes 
content& de cet &once parce qu’il illustre bien l’origine du contreexemple 
que nous avons Btabli au Thborime A. Nous avons etabli directement le 
Thkortme A, car il n’utilise que des calculs, somme toute assez Clkrnentaires 
et le Theoreme 6 est un peu plus sotistique.’ 
’ Now ne savons pas prouver les kquivalentes de normes du Theorime 4. 
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Preuve du thkorgme. Considerons une suite de nombres {aj}, linie. Pour 
tout couple de fonctions (f, , fJ complexes, continues sur G, a support 
compact, nous voulons estimer l’integrale (7: *fi ,f2). 
Choisissons alors un coefficient (s(g) U, V) dont la valeur absolue ne 
depasse pas celle def= fi *J; et tel que ]( U]], ]] VII,, < ]lf, ]lp ]lf2]],+. Ce choix 
est possible, d’apres ie Lemme 1. 
Comme precedemment, (7: *f, ,f2) est dominee par La0 ] aj] P:,!” * 
U(0,) IIf, ]jp. Nous voulons estimer cette somme. 
(I) Nous pouvons alors supposer Uj > 0. 
Soit 
(a) l<p<L i&(@) = 
(1 -q/p-’ 
(1 - 2r cos 8 + r2)l’P ’ 
(b) p= 2, 
1 
zKJB) = log[ l/( 1 - r)]( 1 - 2r cos 8 + ?)1’2 * 
D’aprb l’intgalite de Holder, en supposant p # 2. 
2 ajP:,!” * U(@j) 
DO 
= s Uj(l -rj’)““(l -r;)‘-2’ppKrj* U(0,) 
00 
G (a l”jlp)““[ ,g Cl -rj’>[$rj * ucS,,Ip;J I”’ 
(0) 
Nous voulons estimer 
C (1 - T;)[pKlj* U(@j)]“‘* 
00 
Pour cela, notons U*(B) la fonction maximale de Hardy et Littlewood: 
et 
Prouvons alors qu’il existe une constante C > 0, V(0) < Cv*(e). 
Remarquons d’abord qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout 
l@l<n et ]e’I<(l-r)n; #A@ - 8’ ) ,< c,zqo (00) 
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Par ailleurs: 
I 
+F% u(e) di3 
--R (1 - 2r cos 8 + ry 
I 
0 
= u(e) de u(e) de 
-n (1 - 2r cos 8 + r*yp + I on (l-2rcose+?)“P * 
11 suffira d’examiner le second membre qui se traite de la m&me facon que le 
premier. L’integration par partie donne immediatement 
i : 
u(e) de 
(1 - 2rcos ef r2)1/p 
1 
= (1 + r)*‘” I 
=U(e)de+$j 
n sinoI,“U(o’)do’ dw 








Un changement de variable o = (1 - r)(lt/2) o ’ montre que Z vaut exac- 
tement 
Par consequent: 
I : u(e) de (1 _ zr cos e + r2)1/p G cte(l - r)‘-2’p u*(o)* (mm) 
Passons a la preuve de l’inegalite maximale. 
Par translation, il suffit de la prouver pour 8= 0. On veut alors estimer, 
pour 181 < (1 - r) n, l’integrale 
I 
+?Z U(w) do (1 - r*)*/P- ’ 
--n (1 - 2r cos(e - W) + r2)lfp 
qui est dominie d’aprb (@@), par 




--R [ (1 - r)* + 4r sin*(o/2)] ‘lp ’ 
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Par ailleurs I’inegalite (000) prouve bien que le membre de droite ne 
depasse pas cste u*(O). 
(II) L’hypothese faite sur la suite A = {zj} dans Yenonce du thtoreme est 
equivalente, d’apres [9, p. 1491, au fait que la mesure z>i (1 - r:) 6, est 
une mesure de Carleson dans D. 
Les raisonnements classiques voir [28, p. 2361 prouvent alors que: 
2 (1 - rj’)[srj * U(Bj)lp’ < cte ]] U]];:. 
j>O 
Par consequent, d’apres (O), 
1 ujp:Ip * u(Bj) < Il4lp II ulIp’ 
j>l 
et la norme de la mesure yb comme operateur de convolution de LP(G) est 
bien dominte par: 
IIYbllcow,< Wll,. 
Ceci etant vrai pour toute suite linie, il est clair par passage a la limite que: 
llrbll G c IblIp 
pour toute suite quelconque de lp. 
L’estimation 
IIYbllCON”* G c -s 14* 1% (,z 1 ( i+)‘)‘;’ 
est analogue a celle que nous venons de faire, il suffit de remplacer I’inegalite 
(0) par: 
C aj(l - rjz)“* Pfi’ * U(Sj) 
j>O 
2 L/2 
I) [ 1 
112 
2 I,K, * u(ej>l’ (1 - ‘;,I 
j>O 
et les memes estimations marchent. 
(III) Terminons la preuve de 1. 11 faut malheureusement introduire des 
definitions suppltmentaires. 
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DEFINITIONS. Posons pour g = (r, Co, w), 
On obtient ainsi une representation de G sur L*(T) qui est d’ailleurs induite 
par une representation du sous-groupe parabolique minimal; comme ce sous- 
groupe est moyennable, d’aprts Fell, elle est contenue dans la representation 
regulitre gauche de G [ 13 ’ , Theorime 4.1, p. 2571. 
Soit U dans L*(T) alors 
= (1 - r*)“* U’(r.f+), 
ou U’ est la transformee de Cauchy de U, U’ est alors dans la classe H*(D) 
de Hardy. 
Terminons la preuve du tht!orPme. Comme 
l-4 
Zf -zf - >c>o, 
I+, 1 -zjfi 
la suite /i = {z~}~>~ est d’interpolation HZ d’apres [9, p. 1491: pour toute 
suite {a/) de f*(A) il existe une fonction U de H*(D), telle que 
aj = (1 - rj)l/* U(z,) et: 
ou C est une constante absolue. 
Par ailleurs, a’ &ant faiblement contenue dans la representation reguliere 
gauche, il existe une suite de coeffkients f, =f,’ *fi de cette representation 
telle que: 
IIf,’ II2 llfn’ll G II Ull2 
et la suite f, converge uniformement sur tout compact vers (x’(g) 1, U). 
Alors 
,I$ laj12 = ,To art1 - rjY’* u<zj> = iif”, MJJ, 
et 
c lIYbIlconvJ UII, Q c IIY~llcoN”* llall2 
( z. 1 ‘jl’)“’ G C II Yb lL3NVl 
ce qu’il fallait prouver. 
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Remarque. Un inonce pour y. est un peu plus delicat a prouver. Nous ne 
l’avons pas formule pour kiter de grossir considerablement le texte; il 
faudrait une analyse un peu plus slrieuse. 
II. PREUVE DU THBOR~ME B 
La preuve du Theoreme B, assez longue, nicessite quelques notations. 
Notations 
Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, non compact, de centre 
fmi. Soient g l’algtbre de Lie de G sur R et g = k + p une decomposition de 
Cartan. On note 1y le sous-groupe compact d’algebre de Lie k. Soient GPI une 
sous-algebre abelienne maximale de p et A = exp csl le sous-groupe abtlien 
correspondant. Notons GQ, resp. CPI$, I’espace des formes lineaires reelles, 
resp. complexes sur GY. 
Soit d I’ensemble des racines de g. Pour tout a E d, on note g, l’espace 
radiciel correspondant. On designe la forme de Killing sur g par le symbol 
(., .). Pour tout A E GQ, il existe H, E f2 et un seul tel que A(H) = (H, H,) 
pour tout HE csd; alors pour tout A E CT& L(H) = o(H) + it(H), CT, L E GE’%, 
on dttinit HA E 6Q par l’egalite HA = H, + iH,. Comme la forme de Killing 
s’etend canoniquement 1 CYc, on peut dttinir (1, r) = (H,, H,) pour tout 
A, y E G@. Soit A+, resp. A-, l’ensemble des racines positives, resp. negatives, 
donnees par l’ordre que GpI+ detinit. Soient n et o les sous-algebres 
nilpotentes: 
n= z: g,; u= -s g,. 
A%>0 d3?<0 
On note N et V les sous-groupes analytiques de G d’algebre de Lie n et n. 
Si M’ est le normalisateur de A dans K, on considke le groupe de Weyl 
W= M/M. On a alors les decompositions suivantes: 
(1) G = ANK (decomposition d’Iwassawa), 
(2) G=U sew MAN x, MAN (decomposition de Bruhat) ou x, est un 
point de M’ dont l’image dans W est s. 
(3) En dehors dune sous-variett de dimension plus petite que celle de 
G, tout point g s’ecrit: g = bu, b E MAN, u E V- 
On suppose que G est de rang un: dimension (2 = 1. Alors de deux chases 
I’une: 
(i) A = {-a, a}, 
(ii) A = {-2a, --a, a, 2a}, 
eta=RH,. 
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On pose Hh = Ha ] (a, a) et on d&kit 
C, = fdim g, si a est la seule racine positive, 
C, = f dim g, + 1 dans le cas contraire. 
SoitI,={/3EiR,O</3<C,},RC={IE@&Re1(H~)EI,}. 
Si o est une representation unitaire irrkductible de M et 1 un caractkre de 
A, pour tout w  E W, on detinit WA et wo par la formule 
wiqa) = I(w-‘aw); wcJ(m) = fJ(w-‘mw). 
Par ailleurs on peut Ctendre B @ L en une fonction definie presque partout sur 
G: si g = m(g) u(g) n(g) v(g), on pose: 
(0 0 A)(g) = 4mk)l Wdl. 
Ceci vaut en particulier pour la caracke p(u) = ezpt’os(a)l de A. 
On considkre alors l’espace E, de la representation Q de M et on note 3, 
le sous-espace de L*(K, E,) des fonctions f telles que pour tout m E M: 
f WI = OOf (4. 
On pose x = exp H(x) &c) k(x); alors G opkre sur 3, par la formule: 
U-Io.&)f W) = fl lH(k(x))llZ [exp H&x)] f [ k(h)]. 
Soit w,, I’unique element du groupe de Weyl de G, l’opkrateur d’en- 
trelacement A@, A) est ditini, pour L E RC, par la formule: 
Atoo, A)f (k,) = j y”*(kwo) @w,)f (kk,) dk. 
K 
Nous nous intiressons a l’opkrateur @(a, A) deflni par: @(a, A) = 
y,(A) A (u, A) ou y, est un certain facteur mbromorphe. 
Nous avons resume le contenu de [23]. 
11 sera commode de donner une forme explicite de p. 11 est bien connu [ 14, 
p. 2871 qu’on peut choisir les mesures de Haar sur K et V telles que pour 
toute fonction continue f: A4 ( K + C, 
I,,,f (4) 4 = lvf [k(v)1 e2pttr(“)1 dv. (*I 
D’autre part, les expressions de ,u(k(v)) et e2pts(“)1 sont aussi bien connues 
(voir [ 15, p. 591). Notons p la dimension de g-, et q celle de g-,,. Iden- 
tifions aussi V a son alglbre de Lie par l’application exp: X E g-, , 
YE &?-*a9 v = exp X exp F, soit C- ’ = 4( p + 4q). 
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Alors: 
PIMU) %I = I 
(1 + c llX(12)2 + 4c 11 Yl(2 ‘p+2qV2 
(C Il~ll’>’ + 4C II Yll’ I ’ 
e2p[H’“)’ = [(l + c IpqjZ)Z +l 4c II yll*]‘P+29’/2 * 
Rbumons une remarque dans le: 
LEMME 7. Pour tout 0 < p < 1, p”-D)/2 est de type faible l/(1 - j?): il 
existe une constante C, > 0, telle que pour tout 0 > 0, la mesure I E,] de 
l’ensemble E, = {k E K, ,u-“/*(kw,) > 8) ne d&passe pas C,(1/8)“‘-4. 
Preuve du lemme. Soit E tres petit et soit B, = {(X, Y) E V, C* llXl(4 + 
4C II Yll* < E*}. B, est diffeomorphe B un sous ensemble ouvert B: de MIK 
par l’application y: u + k(u) wO. 
Posons alors: 
P “-wj =*BLp’l-5”2 + &,K-B;p’1-5’fl = s, + s,. 
Comme S, = ~~,~-~:fi’r-~)‘~ est bornte, il reste seulement i considtrer S,. 
Montrons alors que pour tout 0, la mesure de l’ensemble E;, = 
Ik E K, I S,(k)1 > 81 ne depasse pas (C’/B)““-4’. 
Mais il est alors clair qu’il existe deux constantes C, et C, > 0 telles que si 
u=(X, Y)EB, 
c2 
(c24 + 4C 11 y~~*)I@+*Qw1’1-5) 
C, < e2p’H’u)) < Cl. 
Soit 0 > 0; il faut considerer trois possibilites: 
(i) C,EU-l)t(P+2q)/*l < 0 
alors IELI = 0 
(ii) C2e(5-l)[@+2q)/*1 & e< C,e(5- l)t(P+Zq)/21, 
alors on peut trouver C’ telle que ) EL I < C’ 1 (e)- ‘I1 -4 
(iii) eg C2~15-11[@+zq)/21, 
Alors 
ywl(E’,) c {(X, Y), C* llXl14 + 4C 11 YI)* < cle-4~~1-5)(p+2q)} n B, 
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posons 




La formule (*) permet d’exprimer I&I comme l’intigrale: 
dXdY 
it1 + ~2~~~~~2)2 + 4c 11 y~~2]‘P+2q”2 - 
L’inBgalitk prkcidente prouve alors que I E’, ( ne dipasse pas 
= cl, cLv2+q 
I dXdY w++IlYlf<J~ 
= C’ 
I 
ofP+29-l dt= c$.+P+2q= (ye-l/(1-4) 
0 
ce qu’il fallait prouver. 
Preuve du Thkor&ne B. La preuve est simple; elle dkcoulera du Lemme 7 
et de I’assertion suivante: 
Soit 0 ( p ( 1 et soit @(a, 8) l’opkrateur dkfini prtcidemment pour le 
caractkre L = p w2 de A. 11 existe une constante C > 0 telle que: 
II w, PME,cl-~) < awJ9 PM f). (1) 
Pour prouver (1) remarquons que: 
(a) G&7,/3) est un opkrateur bornk de L2’(1t4)(K, E,) dans 
L2”‘-4’(K, E,). En effet, puisque pour tout k,, 
II W, B) 4k&, Q j- c(“-~“~W,) II uWo)ll, dk 
K 
d’aprbs le Lemme 7 et le thkorime [21, p. 2721 il existe une constante C > 0 
telle que 
IPW) 4l2,(,-J3) Q c II4l2,u tm’ (2) 
(b) Par ailleurs, pour toute u dans X,, oll(u,/3) &ant hermitienne 
positive, 
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D’apres l’intgalite ci-dessus le membre de droite ne depasse pas: 
11 suffit maintenant de remarquer que pour estimer la norme de Q(a, /3)f on 
peut se contenter d’examiner son produit scalaire avec des fonctions u E X,, 
ce qui resulte du fait, simple a verifier, que la projection orthogonale de 
L*(K, E,) dans X, est continue sur Lp(K, E,) pour tout p > 1. 
Considerons alors un coefficient de 7tc,,+ 
Pour plus de simplicitb nous supposons U dans 3, et (fl(u,/?) V,, V,,) < co. 
On pose V= ol(u, @) V, et on remarque que les composantes de U, resp. V 
par rapport a une base quelconque de E,, sont dans L*(K), resp. L2’(‘-5)(K), 
d’apris la premiere partie. 
On est done ramene au cas spherique: 
GLOW UP v = 1 ep11-51[H(ke)1U[k(kg)] V(k) dk. 
x 
Pour tout nombre complexe z, 0 < Re z < 1, posons: 
F,(g) = 1 e“(l +r)l”(kg)‘U[k(kg)] V(k) dk. 
K 
(i) Si z = it, t E IF?, alors pour tout q > 2, il existe une constante C 
telle que: 
IIJ’AI, G C II Ull, ll VII, II VII,, oil s>2. 
Ce rtsultat a eti prouvl essentiellement dans [ 11, (p. 841. 
(ii) Si z = 1 + it, t E IR, il est manifeste que: 
IIF, llm G ll Ull, II $,. 
Nous sommes dans les conditions du theoreme [4, pp. 138-1451 car Fz est 
visiblement une famille analytique admissible d’applications biliniaires. 
Soient p5 = 2/(1 + /3) et q5 = 2/(1 -/3); il resulte immediatement de la 
situation que nous venons de decrire que pour tout p > p5 et q > q5, il existe 
une constante C telle que l’inegalite suivante soit vraie: 
llr;,ll, G Ilhdd v, VII, G C II UII, II VI,,. (3) 
On utilise alors l’inegalite (1) pour terminer la preuve du theoreme. 
Faisons une remarque. 
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Remarque sur Pintfgalite’ (3). La bonne conjecture est que pour tout 
q > qg, il existe C > 0 telle que 
IPJ, Q c II a,, II VI,,. 
Cette inegalite decoule du theortme de Kunze et Stein pour les groupes 
complexes classiques. Mais pour le voir il faut utiliser le Lemme 1 et un 
theoreme d’interpolation. 
D’ailleurs, en dbpensant quelques pages de plus, nous pouvons prouver: 
II~OII, G c II ~II,,,, II Q 
ou LpDql(K) est l’espace de Lorentz des fonctionsf: K+ C telles que: 
(3’) 
I + O” tp4- ‘f*(t) dt < co (c’est tres proche de la conjecture). 0 
f * est la rearrangee decroissante de J 
III. PREUVE DU TH~~OR~ME C 
On revient a SU(1, 1) et on considere la decomposition de Cartan du 
Section I (p. 187). Pour tout nombre complexe z, avec ] Re z ] < f , on note rp, 
la fonction spherique delinie sur SU(1, 1) par la formule 
(p,(r) = & fr P,(t9)‘~‘+r d8. 
0 
On veut alors prouver les deux asserions suivantes. 
(I) Pour tout z, la fonction de deux variables Fz(g, g,) = (p,(g g;‘) 
est un multiplicateur de L*[SU(l, l)] &I L*[SU(l, l)]. 
(II) On peut choisir z tel que p, ne soit pas dans FS[SU(l, l)].’ 
Preuue de I. On pose u = Re z, t = Im z et on considere la forme 
sesquilineaire suivante, qui donne lieu a un produit scalaire hilbertien: 
’ 
ou r est la fonction speciale habituelle. 
11 est bien connu, voir [I], que le complete 3E, de Lm(T) pour la norme 
‘-5Qs[SU(l, l)] est I’espace des coefficients des reprbentations unitaires. 
607/W/2-7 
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deduite du produit scalaire I, est un espace de Hilbert sur lequel SU(1, 1) 
opere unitairement par la formule: 
VffE Lrn(T), [%(gu-l(4 = e’*+v- w-w’r)~ 
oti 8 et r sont les parametres de Cartan de g. 
Pour 0 < u < t, on trouve les representations de la serie compltmentaire 
de SU(1, 1). 
Soit 71, la complexifiee de n,: 
V-E cyq, [%k>fl(4 = f?‘*+Y~ - wwl~). 
Alors: 
Si l’on prouve que z, agissant sur X, est une representation uniformtment 
bornte: 
11 sera alors une consequence des resultats de [ 18, p. 71, Theoreme 1, et p. 
72, Theoreme A]. 
Remarquons qu’au lieu de la famille z, on aurait pu considerer les 
representations de Kunze et Stein [22, p. 431. 
Puisque 3E, est visiblement invariant par translation, il suffit de prouver 
l’assertion ci-dessus pour les g de la forme g = kVaa,. Par ailleurs IC, &ant 
unitaire sur ;X,, il sufftt de prouver que la fonction S,(B) = ] 1 - reieIif est un 
multiplicateur de X,. C’est une simple consequence d’un theoreme de [25, 
Theoreme 4, p. 121. 
11 nous reste a prouver la dernike assertion. 
Preuve de II. Soit E = l/16 et considerons par exemple le coefficient 
91,2-C+ i( ,,2-si = 9:. On veut prouver que p: n’est pas un coefficient d’une 
representation unitaire. 
Pour cela considerons un entier m positif et soit y,,, la fonction detinie dans 
la bande R = {z E C, JRe zI < i} par la formule 
y,(z) = z2mei*. 
Alors 
I y& - & + i({ - &)]I = 2yf - &)*m. 
Par suite de la decroissance de y,,, sur la droite Re z = 0 et sa parid, il 
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existe une fonction r’,, bi-invariante de L’ [SU( 1, l)], d’apres [ 15’1, dont la 
transform&e de Fourier est ynt: 
VzER, 
ym(z) =1,“,,,,) Y’m( &?I %(tT) & 
On veut montrer que la norme de )$, comme element de la C* algebre de 
SU(1, 1) vaut e1’42-2m. 
En effet, d’une part SU(1, 1) a trois series fondamentales de reprben- 
tations unitaires irreductibles: 
(a) deux series principales; 
(b) la serie discrete, 
(c) la serie complbmentaire. 
D’autre part SU(1, 1) est un groupe de type I, en particulier toute 
representation unitaire de ce groupe se decompose en representations 
unitaires irreductibles. 
Montrons alors que pour estimer la norme C* de y:, il sufIit de la texter 
sur la representation reguliire gauche de SU(1, 1) et sur la serie complemen- 
taire. 
D’apres les lignes precedentes il suffh de la texter sur les representations 
unitaires irreductibles; puisque la serie discrete est une sous-representation de 
la representation reguliere gauche et que les deux series principales sont 
faiblement contenues dans cette dernitre (voir [ 13, p. 2571) parce qu’induites 
par le sous-groupe parabolique minimal qui est moyennable, l’assertion A 
prouver est Cvidente. 
Regardons l’effet de & sur la representation reguliire gauche. 
Pour cela remarquons qu’il suIXt de la texter sur les fonctionsf, *fz oiA 
est K bi-invariante, dans L*(SU(l, 1)). Pour voir cette remarque, il convient 
de signaler que chaque fonction bi-invariante de la forme fi *I2 peut s’ecrire 
f,’ *& ou fi est une fonction bi-invariante et telle que ]( f,’ II2 11 fi II2 Q 
llfi II2 llf2112~ La d tmonstration de cette assertion est analogue au cas 
classique des fonctions radiales de I?“, en utilisant la transformation de 
Fourier-Plancherel sphdrique (voir [30]). 
Sous cette hypothtse, pour tout couple (f,,f2) de fonctions bi-invariant& 
(Yin *f1,f2) =I,‘* ~,(if)j:(if)~2(it) t rh at df; 
d’apres formule de Plancherel; comme 
llfillz = [ (o+m I.&w t th nt q I’* 
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la norme ((~a]]~; de y; dans la C* algebre de la representation regulike 
gauche ne depasse pas 
;!I I UiOl. 
11 nous reste l’effet de la strie complementaire. Comme & est bi- 
invariante, pour tout u, y; opere sur X, par multiplication avec v,(a). I1 s’en 
suit alors que la norme de & dans la C* algebre de SU(1, l), vaut 
Prouvons alors que le coefficient cp: n’est pas dans .FS[SU(l, l)]. S’il en 
ttait ainsi, il existerait une constante absolue C > 0 telle que pour toute f 
dans L’[SU(l, l)], 
IJ cp:(g)f(g) 41 G IlfIlc*,suww SUl,I) 
En particulier, pour f = yh, on aurait 
I 
Ij v:(g) yk( g) dg = 1 ym[i - E + i(i - &)]I < Ce”4 2-2”. SU(l,I) 
Ceci est impossible car grn(+ - E)*~ serait borne independamment de m. 
IV. PREUVE DU TH~OR~ME D 
On veut prouver que si p # 1 et si G est presque connexe, non compact, 
LP(G) n’est pas une algebre. 
11 existe, par definition dun groupe presque connexe, un sow-groupe 
compact K, distingue, tel que G] K soit connexe. Alors G] K n’est pas 
compact; de plus LP(G) est une algebre si LP(G] K) l’est et on peut supposer 
G connexe. 
11 existe un sous-groupe K,, compact, distingue de G, tel que G ] K, soit un 
groupe de Lie [26’, p. 1721. On peut alors supposer que G est un groupe de 
Lie connexe. 
Mais il est bien connu que pour prouver le theoreme pour les groupes de 
Lie il suffiet de le prouver pour les groupes de Lie semi-simples matriciels, 
voir [27’, pp. 301-3021 non compacts. 
b’ailleurs pour les groupes moyennables (en particulier pour les 
resolubles) la preuve est triviale. 11 suffit de remarquer (c’est l’une des n + 1 
definitions de la moyennabilite) que la norme d’une mesure positive comme 
operateur de convolution de Lp est sa masse totale. 
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On peut supposer que G est de centre fini, voir [27]. Placons nous dans le 
cas oti G est un groupe de Lie semi-simple, non compact, comrexe, de centre 
fini et raisonnons par I’absurde. 
Si LP(G) etait une algibre, il est clair (double thkoreme du graphe fermi) 
qu’il existerait une constante cp telle que pour tout couple (u, V) de fonctions 
de LP(G) 
llu* 4Ip~cpll4lpII4lp. 
Alors en dualisant formellement, on voit que pour toutes fonctions u de 
LP(G) et u dans LP’(G), la fonction v * u’ est dans LP’(G) 
Dans ces conditions on peut supposer que 1 <p < 2. 
En effet, supposons que p > 2, alors 1 < p’ < 2 et l’inegalite de convexite 
de Riesz montre puisque J/v * uIJJ,,,llul/,, IluIlp que 
IIV * 4lp < cp Ibllp~ l141p 
et l’on est ramene au cas ou 1 < p < 2. 
On pose 
$0 = (qg) 1, I>9 
ou 17p est la representation definie dans Lemme 2. 
Puisqu’il existe d’apris le Lemme 2 une suite de fonctions {(p,} sur G telles 
que: 
(4 ~,=h*&, Ib,llp hllp~ Q 19 
(b) lim,++ o. cd 8 = $(g). 
d doit 6%re dans L”‘(G) par compacite faible de la boule-unite de LP’(G). 
Mais ceci est impossible. 
En effet, 
Considerons la decomposition de Cartan G =Kz+K, 06 A+ = exp(W). 
Posons alors 
g=k,expHk,, OJ k, , k2 sont dans K et H dans CF. 




v(g) = j, 
e(ikd!f(R-‘k)l & = #A(g- I), 
ou #J designe la fonction spherique d’indice k Harish-Chandra. 
Mais, on sait que [ 16, p. 5901, 
si l<p<2, rpA(g) N c~e-wPmHH; 
si P = 2, h(g) = Ge --py 1 + p(H)]d 
Puisque 
11 est clair que cp n’est pas dans LP’(G), ce qui est une contradiction. 
La preuve que nous venons de faire devrait marcher aussi pour les groupes 
algebriques tels que SL(n, Q,). 
Nous allons illustrer sur un example qu’il y a des resultats sur X(2; R) 
assez inattendus. 
Mais ces resultats proviennent deja du groupe des transformations affmes 
de la droite. 
En effet, on peut trouver, pour tout p dans l’intervalle ] 1, 2 [, un operateur 
T, qui transforme les fonctions Lp de ce groupe en operateurs de convolution 
de Lp. 
L’existence de tels optrateurs est due au fait que le spectre du groupe 
x --+ ux + b est discret. Cet operateur est suprenant parce qu’il est la 
convolution par une distribution sur G, phenomene qui n’arrive pas si G est 
abtlien non compact. Pour Cnoncer le dernier resultat de cette partie, nous 
utiliserons les: 
Notations. Soit H le sous-groupe de SL(2, R) forme des matrices 
XfiR, y>o, O<B<2R, 
on pose: 
et k, l’element gkkrique de K. 
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Tout point de X(2, R) s’bcrit g = kenxay et pour cette paramitrisation la 
mesure de Haar vaut 
dSdxdy 2’ 
Y 
Soit 1 < p < 2 et soit f: X(2; I?) + C une fonction CF, on pose 
on veut prouver le: 
THI~OIU~ME 8. II existe une constante C,, > 0 telle que pour chaque 
fonction f duns Lp(SL(2, IF?)), TJ soit un opPrateur de convolution de 
Lp(SL(2, IR)) dont la norme ne dt$asse pas C, /f/l,. 
Preuve du Thbordme. (I) L e sous-groupe H n’est autre que le sous- 
groupe des matrices (t $! ), a > 0, b E R, qui est isomorphe au groupe H’ 
des matrices (f ‘;), XE I?+, YE IF?, par 
Nous utiliserons ce groupe pour prouver le theoreme. 
Pour cela rappelons certains rbsultats sur ce groupe qu’on petit trouver 
dans [8]. 
(i) 11 n’y a que deux representations 7~+ et 7c- irreductibles, unitaires 
de dimension intinie de H’ qui rentrent dans la formule de Plancherel; elles 
opirent toutes dans L’(lR+, dt/t) par la formule 
Vg’ E H’, g’ = (b, a); 
n*( g’)f(t) = e* 2”ibff(at). 
(ii) Soit L*(f) l’espace de Hilbert des couples S= (S,, S-) 
d’opkrateurs de Hilbert et Smidt de L*[lR +, dt/t], pour la norme IIS 11: = 
Tr(S+ ST) + Tr(S- ST). 
On peut choisir une mesure de Haar invariante a gauche sur H’ Cgale B 
(da/a*) db. Pour toute fonction f: H’ + C continue, a support compact, on 
definit un Clement Sf de L’(*) par la formule: 
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Alors 9 se prolonge en une isomktrie de L’(H’) sur L’(f). 
(iii) Soient f: H’ + C une fonction continue, ti support compact et 
(r, v) un couple de vecteurs de L’(lR+, dt/t). Calculons (9+f~, <): 
(9+fr, () = 1’ wjT,“jot m e2nibrt”2q(ut) gt)f(b, a) a” $ db dt 
=I0 i I 
+a3 +a, +m 
-000 0 
eznib’(ut)“’ q(ut) <(t)f(b, a) $ db dt (1) 
= jo+wj+wf(bT a> [ jirn e 
-w 
2nib’(ut)1’2 f(t) q(ut) +-] $ db. 
Notons jr la transformation de Fourier sur R et remarquons que si h, et h, 
sont deux fonctions rlgulikes dklinies sur IO, +oo [ 1 valeurs complexes; 
jrh,, 2Wz, admettent des prolongements analytiques dans le demi-plan 





Soient ql, <, les transform&es de Fourier de q et <; notons par les m6mes 
lettres leurs prolongements comme fonctions analytiques dans P. Alors 
c 
+CC 
e’“‘“‘~(ut)(ut)“’ f(t) $ 
Jo I 
et (2) 
jo+ wj~~f@9 4 jo+ O” e2nib5y(ut)(ut)1’2 f(t) + f$ db 
+w +a, 
=i I D,,, *f (b, a> 0 -m jj ( ‘r, FU i+b+iy f,(u+iy)dxdy$db ) 
tw +a, 
= 
i i 0 -cc 
D,,, *f(b, a)(n-(b, a) II, 0 $0 
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Un raisonnement analogue montre que: 
(II) Preuue du th6oGme proprement dite. D’aprts (1) et (3), pour toute 
fonction f de L*(P), D,,J vue comme distribution sur H’ dkfinit par 
convolution un optrateur born6 sur L’(H’) dont la norme ne dkpasse pas 
celle de f dans L*(H’). 
En effet, il sufit de prouver que Il.YJll, < llfl12 ce qui est immkdiat 
d’aprks les calculs iltmentaires que nous venons de faire. 
Notons R = {z E Cc, 0 Q Re z Q 1 } et considkrons la famille analytique 
d’opkrateurs, dttinis sur les fonctions de 9(H’) par la formule 
cf(b, a> = ’ Itrn af(t9 ‘)lat dt; 
y(1 -z/2) -m lb - tp* 
oti y(z) = x1’* 2T(z/2)/f [ (1 - z)/ (2)], r est la fonction spkiale classique. 
Remarquons alors que: 
(a) Si z = 1 + is, c’f est un opkrateur de convolution de L*(H’) dont 
la norme ne d&passe pas C(s) llfl12. 
En effet, cf peut se dtcomposer en un produit de trois opkrateurs: 
Oi 
c = iD,,, 0 Ix 0 S,. 
(i) JE est la transformke de Hilbert 
(ii) S1, est dkfinie par la formule 
Comme I et Si, sont born&es sur L*(H’) voir [28] l’assertion A prouver est 
tvidente. 
(b) Soit H’(IR:) le sous-espace de L’(R) constituk des fonctions 
f: IR + C telles que Xf soient dans L’(lR); soit par ailleurs L’[&/u*; H’(lF?:)] 
I’espace des fonctions f: IR x IR+ + C telles que l’expression 
soit finie. 
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D’apres [28] X et Si, sont borntes sur L1[du/a2; H’(R:)] et c est borne 
sur L’[du/a’; H’(lR:)]. 
Pour tout couple (A, B) d’espaces de Banach et tout 0 < 0 < 1, notons, 
[A, B]@ l’espace intermediaire de A. P. Calderon. 11 est prouve dans [ 13, p. 
1561 que [H’(R:), L’(R)],,,, = LP(R). D’autre part, d’apres le theoreme de 
reiteration de [4, p. 1251 
[ [ 
L’ ~.H’(%)]; [F(g) ;L’(IR)]]2,,,=Lq $:L’(m)] =LP(H’). 
11 s’en suit que pour toute fonction f de LP(H’), il existe une fonction 
analytique fz definie dans R telle que 
(i) f,,pl =f 
00 mWw, IlfisllLl~da,02,H~(~~~,, SUPS Ilf~+isllZI < Ilfll,~ 
Considerons la fonction analytique T, f = eL2cfi et remarquons alors que 
(*) Si z = 1 + is; T,f est un convoluteur de L2(H’) dont la norme est 
dominee par une constante fois 11 f [I2 d’apres a et le preliminaire. 
(**) Si z = is; T, f est un convoluteur de L’(H’) d’aprts b, dont la 
norme ne depasse pas une constante fois ][ f IjL,cda,aZ,H,pjl. 
Les methodes classiques d’interpolation montrent que T2,prf est un 
convoluteur de L”(H’) dont la norme ne dtpasse pas une constante fois I] f lip. 
Soit f dans Lp et soit (u, v) un couple de fonctions CF; il faut estimer le 
nombre: 
I= (u * 2;, T,f) 
u * u’(k,vqJ Tpf &+ca,) 
dx dy de 
Y2 - 
L’isomorphisme entre H et H’ nous permet de passer de H i H’. 





v * W,v,) Tpf (‘M’-P,) y2 
< C, II~II, IblIp, (!-lo+m If(ksn,a,)lp~~ I” 
par consequent 
I4 ,< cp Il4, II4Ip, Ilf Ilp 
ce qu’il fallait prouver. 
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APPENDICE: PREUVE DU THJ~OR~ME 5 
La preuve du thborbme comporte deux parties; la partie vraiment originale 
est la seconde. 
Mais avant de rentrer dans la demonstration il est peut Stre utile de 
preciser 1’CnoncC de ce risultat. 
Precision de PenoncP. Le thboreme veut dire que chaque convoluteur in 
de LP(G) est une distribution de Bruhat sur G et que si pest a support dans 
H (voir la definition du support dans [20, p. 371) il existe une distribution T, 
sur H telle que: 
(a) Pour tout couple (u, v) de fonctions rigulieres sur G, 
(fk v) =I, v * C(T) dT(s), 
oti cette integration a un sens evident. 
@I II %m v, = II %oN VP- 
I. La premiere partie 
La premiere partie comporte une serie de lemmes plus ou moins connus. 
Le premier est le suivant. 
LEMME 1. Soit G un groupe localement compact m&r&able, separable, 
soit H un sous-groupe fermi’ de G. I1 existe un sous-ensemble borelien co c G 
tel que. 
(i) o rencontre chaque classe d droite suivant H en un seul point. 
L’application x + B(x), ozi x = B(x) y, f?(x) E H, y E co est alors mesurable 
et fI(hx) = he(x), pour tout h E H. 
(ii) Pour tout compact Cc G, HC c w  est relativement compact et 
Hnw= fe}. 
(iii) Soit V un voisinage compact de PPlPment neutre de G et soit 
W= HV. 
Alors pour toute fonction f continue sur H, d valeurs complexes, d support 
compact, la fonction: 
f”(x) =f O 44 1 td-4 
est mesurable sur G et i support compact. De plus, il existe une constante 
M > 0 telle que l’application f +f “M1’p soit une isometric de Lp(H) dans 
LP(G) et pour toute fonction riguliere w  detinie sur H. 
f * y/(h) = Mf w * V(h), VhEH. 
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Preuve du lenime. (i) et (ii) sont implicitement contenus dans [26, p. 
1011. 
Nous prouvons seulement la derniere assertion de (iii). La mesurabilite de 
19 est bien connue, on en deduit aistment celle de f w. 
Le fait que f w soit i support compact resulte de (ii). 
Considtrons la forme lintaire sur X(Z-Z):f-+ I,J”‘(x) a!~ = R’(f); elle est 
bien detinie d’apres ce qui precede. 
Alors F est invariante a gauche par H, par consequent il existe une 
constante A4 telle que: 
J'(f) = ~4 j f(h) dh- M 
Par ailleurs, il est facile de voir que si 0 < $ E X(H), non nulle, F(f) est 
non nulle; par consequent M > 0. La derniere relation est facile a verifier. 
LEMME 2. On suppose que G est m&sable et skparable. 
Soit T un optfrateur de convolution de LP(H) qui s’identiJie d la 
convolution d gauche par une fonction de LP(H) n L*(H). Alors la norme de 
F ne dkpasse pas celle de T (F est le prolongement de T ci Lp(G)). 
Preuve. La demonstration de ce lemme, relativement simple, n’est bake 
que sur les changements de variables. 
L’hypothese que T est dans Lp(H) n L”O(H) nous permettra, dans les 
identites qui suivent, d’utiliser le theoreme de Fubini sans avoir besoin de le 
mentionner. 
Passons a la preuve. 
Soit (u, v) un couple de fonctions continues sur G, a valeurs complexes, i 
support compact. 
11 sufftt de montrer que: 
Soit x la fonction caracteristique d’un sous-ensemble compact. de H, de 
mesure Cgale a 1. 
Pour tout (x, y) E G x H, on d&nit U et V par la formule: 
w7 v) = u(x) X(Y), 
vx, Y> = v(x) X(Y). 
Alors 
II ql = II u lIP’ 
II VI,, = Ilv VP” 
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D’une part: 
(F * u, v) = 
I I 
T(7) 47x) u(x) dx d7. 
H G 
Par ailleurs: 
0 A Ctk dCfini au Lemme 1 
I 47x) u(x) dx = II qrx, 8(x)- ‘y) U(x, e(x) - ’ y) dy dx G GH 
= I( V(7yx, e(x) - ‘) U( yx, B(x) - ’ ) dy dx. HG 
11 s’en suit que 
VT* 24 +=J* “7’(,,, V(~JJX, e(x) - 1) U(JJX, e(x)- 1) dx dy d7. 
On peut encore appliquer Fubini pour avoir: 
T(7) V(ZJJX, e(x)-') U(YX, e(x)-') d7 dy dx. 
Mais pour x fix& 
IJ 
~(7) V(ZJJX, e(x)-‘) U(YX, e(x)-‘) dy d7 
HXH 
Q II %3N”, 
s 




1 V(YX, e(x)-ly’ dyllp’ 
H 
et I’irkgalitk de Hiilder montre que 
U 
UP 
IV * % u>l< II %m, I U(YX, e(x) - 9Ip dx 
GXH 
X 1 V(YX, e(x)- qp dx . 
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Par changement de variable le terme de droite de l’inegalite ci-dessus vaut: 
qui est Cgal, par definition de U, V a 1) TllcoNV, II u/J, 11 u(J,,. Par consequent: 
I(F * ~3 o>l < II Tllcow, II 4, II JJ lip,. 
Ce qu’il fallait prouver. 
lkoncons le dernier lemme dont nous aurons besoin pour prouver le 
theoreme. 
LEMME 3. On suppose toujours que G est mPtrisable et siparable. 
Soit T un opirateur de convolution de Lp(G) qui s’identife d une 
distribution T sur H: pour toute fonction u re!guli&e i%(x) = T * u(x), 
VxE G. 
Alors T est un opPrateur de convolution de LP(H) dont la norme ne 
dipasse pas celle de i? 
Preuve. (a) Soit (k,} une approximation de l’unite de L’(H) constitute 
de bonnes fonctions sur H. Puisque p 0 k, correspond a T * k,, que 
11 To kolIcorwD < 11 ~I~CONV, et que (To k,} converge fortement vers F, on 
peut supposer que T est une fonction continue sur H. 
(b) Soient u et v deux fonctions regulieres sur H, alors 
(T*u,v)= jHW jH~b9u(W~d~ 
=M 
I 
d”(tx) d”(x) T(t) dx dr. 
GxH 
I1 reste i voir que cette quantite vaut: M(&“, v“). 
Si uw et vw ttaient des bonnes fonctions, ce serait evident. Puis que uw et 
v” sont a support compact, il existe deux suites {ui, vi} de bonnes fonctions 
telles que. 
(1) Ui et Vi sont a support dans un compact fixe, 
(2) lim,,+ m I)ui - uwJlp = 0 et lim,,+, I)vi - v”llpl = 0. 
Comme (Tui, vi) tend vers (?kw, vu), parce que F est borne, sur LP(G), le 
theoreme de convergence dominie de Lebesgue applique i la suite 
i 
T(t) ui(x) vi(rx) a!~ dr 
GxH 
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montre bien qu’on a encore l’bgalite: 
M( nl”, u”) = I T(r) u(x) v(rx) ah ds GXH 
=(T*U,U). 
Alors: 
IV* u9 u>l &M IIuWllp II~wIIp~ lIm!0N”, 
= lb Ilplbllp~ II %x4”,. 
Ce qui termine la preuve du lemme. 
l?noncons un corollaire des Lemmes 1 et 2. 
COROLLAIRE. Soit G un groupe localement compact s&arable et 
mtftrisable; tout convoluteur T de L’(H) qui est une distribution sur H est un 
convoluteur de Lp(G) de m&me norme. 
11 suflit de regulariser T pour appliquer les Lemmes 1 et 2. Le lemme ci- 
dessous et la demonstration du Thborbme 5 constitueront l’essentiel de la 
dernibre partie de ce paragraphe. 
II. La seconde partie 
LEMME 4. Soit G un groupe de Lie et soit H un sous-groupe fermi de G. 
Notons T un opkateur de convolution de L’(G) d support dans H. 
Alors, il existe une distribution T sur H telle que pour tout couple (u, v) de 
fonctions C?(G), 
(Tw)=~-~ u * C(r) dT(r). 
Preuve. Soit {pi} une partition C:(G) de l’unite. Remarquons d’abord 
que sur tout ouvert, relativement compact BCG, contenant l’origine e, la 
masse de Dirac 6, s’exprime 6, = xi= I tyrP,; les i,ur sont des fonctions 1 
support compact dans 0, Pi des operateurs differentiels invariants a gauche 
de degre suflisamment ileves (remarques du referee). 
Alors toute o E Cr(sl) exprime elle aussi: 
et 
I 
v, = c vi * PiP 
i=l 
<a sup IIPrdloo, 
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ou c(Q) est une constante qui ne depend que de L!. 11 s’en suit, d’apres [ 18, 
Thtoreme 1, p. 7 1, et Thtoreme A, p. 721 que la fonction 
4% Y) = c4cY - ‘>9 Vx,yEG, 
est un multiplicateur du produit tensoriel LP(G) 6 L@(G). 
Pour tout i, on definit Fi par la formule 
(f)4, v) = (T, t&u @ u). 
Dans le membre de droite, on a identilie T a une forme lineaire sur LP(G) 6 
L”‘(G). Alors: 
ou Ci est une constante qui ne depend que du support de pi, d’apres 
l’inegalite (*). Fi est a support compact contenue dans H. Puisqu’il est a 
support compact, il est dans PM,(G) et comme son support est contenu dans 
H il est dans PM,(H) d’apris [20, Theoreme A, p. 9 11. Soit Ti l’operateur 
correspondant sur H. Alors Ti est une distribution sur H. En effet soit 
fE g(H), le raisonnement precedent montre que f = z=, i,uj * Pjf, par 
consequent si on delinit 
(T,f)= i (C(Pjf), Vi)- 
j=l 
Du fait que Ti est dans PM,(H), ce produit scalaire est dtlini sans 
ambiguitt; deplus pour toute fonction u E C:(G) 
VxE G, TjU(X) = J u(5 - ‘x) Ui(T). 
H 
11 est clair, d’apres la definition des Ti que 
F= -7 iy 
,T, 
soit T= -? Ti. 
.,% 
Montrons seulement que pour toute couple (u, v) de fonctions C:(G), 
u * C(r) dT(z). 
I1 existe i, tel que Ajax gi = 1 sur le support de u @ u. Alors 
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(m=( i(g-j uov) 




v * C(r) dT(s). 
If 
Ce qu’il fallait prouver. 
Fin de la preuve du theoreme. (a) F s’identifie a une distribution sur H. 
Nous avons prouve ceci pour les groupes discrets dans [25] et pour les 
groupes de Lie au Lemme 4. 
11 est facile, en reprenant la detinition des distributions de Bruhat sur un 
groupe localement compact quelconque [2, p. 501 de d&Attire le resultat 
general de ces deux cas. 
(b) Nous avons prouve que la seconde assertion du theoreme est vraie 
pour les groupes localement compacts &parables et metrisables d’aprts les 
lemmes 14. 
Le resultat general s’en deduit comme dans [20, p. 1061. 
Enoncons un corollaire du theoreme precedent. 
Nous ne reviendrons pas sur les definitions des A,, B,, PM, qui se 
trouvent dans [ 19, pp. 146, 1541. 
Nous deduirons le corollaire suivant. 
COROLLAIRE. Soit G un groupe localement compact et soit H un sous- 
groupe fermi’ de G. Les deux conditions suivantes sont equivalentes. 
(a) H est un ensemble de synthese harmonique pour A,,(G). 
(b) Tout convoluteur de L”(H) est limite ultraforte de mesures bornees 
sur H. 
Nous n’insisterons pas sur la facon de deduire ce corollaire du Theorime 
5. 
Ce corollaire peut kre utile pour prouver que tout convoluteur est limite- 
ultrafaible de mesures a support fini avec controle de norme. 
D’ailleurs on en dtduit, pour le cas p = 2, le Thtoreme 3, p. 187 de [29] 
grlce au theorime de densite de von Neumann et Kaplansky. 
Dans [19, p. 154, questions 1, 21, Herz se demande si l’injection 
A,(G) + B,(G) est une isometric. Nous voulons prouver qu’il n’en est rien. 
Plus precisememnt, on a le resultat suivant. 
PROPOSITION. Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, non- 
607/38/2-a 
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compact, de centre fini. Alors l’injection A,(G) --+ B,(G) n’est pas une 
isombrie. 
Preuve. On raisonne par l’absurde. Supposons qu’il en soit ainsi, alors 
chaque fonction de A,(G) serait dans A,(G). En effet, remarquons que 
A,(G) n A,(G) est dense dans A,(G); pour toute fonction fe A,(G), on 
aurait: 
Ilf II A,(G) 4 IifB,GV 
Mais on sait par ailleurs (voir [ 19, p. 1551 que 
IV II B,(G) < Ilf IiAz(G) ’ 
L’inkgalitk ci-dessus entrainerait alors que pour chaque fE A,(G) 
Mais l’intgalitl ci-dessus est impossible par dualitk, car les mesures que nous 
avons construites au ThCorkme A &ant positives sont dans PM,(G), mais ne 
sont pas dans PM,(G) puisqu’elles seraient des opkrateurs de convolution 
born& sur L’(G). 
Ce raisonnement montre en fait que l’image de A,,(G) dans B,(G) n’est pas 
fermle. 
Dans [ 10, p. 16, question 9.81 Eymard se demande si A,(G) = A,,(G). 
11 est clair que la rkponse est non pour les groupes de Lie semi-simples 
non-compacts, de centre fini, d’apris ThCorime A. 
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